Name:

Mathematik-Dossier ,,Potenzen und Wurzeln*
Stoffsicherung und -repetition.

Inhalt:

e Potenzen

¢ Die zweite Wurzel (Quadratwurzel)

Verwendung:

Dieses Dossier dient der Repetition und Festigung innerhalb der obgenannten Themen. Es
beinhaltet einen kurzen Theorie-Teil, sowie verschiedene Ubungen mit unterschiedlichen
Schwierigkeitsgraden.

/
einfache Aufgaben sind mit einem gekennzeichnet

schwierigere Aufgaben sind mit einem Q%\ gekennzeichnet.
L

Die Aufgaben miissen in der Freizeit (oder in der Hausaufgabenstunde) gelGst werden. Sie kénnen
Jjederzeit zur Kontrolle abgegeben werden, die Losungen kGnnen aber auch selbstédndig verglichen
werden.

Wichtig: Die Aufgaben erfordern ein konzentriertes Vorgehen. Es ist daher sinnvoll, mindestens wahrend 15
Minuten am Stiick daran zu arbeiten, mit Vorteil bearbeitest du ein ganzes Kapitel aufs Mal.
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1. Rechnen mit Potenzen
1. Orientierung anhand der Operationen-Pyramide

54 X 3. Stufe (Potenzieren / Wurzelziehen
n n (Radizieren)

g Potenzieren Radizieren
= BeBe5e5
4o ® _ 2. Stufe (Multiplikation / Division)

:::?é Multiplikation Division

+

o+5+5+5 d 1. Stufe (Addition/Subtraktion)

Addition Subtraktion
Bitte beachten:

o Addition und Multiplikation sind kommutativ und assoziativ.
o Potenzieren und Radizieren sind NICHT KOMMUTATIV
e Regeln Uber die Multiplikation von Dezimalzahlen (Anzahl Kommastellen)
o Bsp:(0.05 ¢0.05=0.052=0.0025 weil die beiden Faktoren zusammen toal 4
Kommastellen haben)
o Regeln bei Multiplikation von negativen Zahlen (Anzahl negativer Faktoren)
e Rechenregeln: Héhere Operationen zuerst (Hoch vor Punkt vor Strich)

2. Rechnen mit Potenzen

2.1. Begrifte: n gleiche Faktoren a
N
a4 N
Potenz: an=aegegegegegegeg...
qn < n: Exponent (="Hochzahl’. Zeigt an, wie oft die Basis mit sich selber multipliziert wird.)

a: Basis (Das ist sozusagen der Faktor, welche entsprechend n mal wiederholt wird.)

Natlrlich ergeben sich beim Rechnen mit Potenzen auch spezielle Zahlen. Wie wir schon vor einiger Zeit (Beim
Rechnen mit Zahlen aus N und Z) gemerkt haben, gibt es ausgesuchte Spezialfalle. Dies sind die Potenzen mit den
Exponenten 0, 1 oder 2.

Spezialfille: Exponent0: a%=1,50=1, also: ist der Exponent 0, so hat die Potenz immer den Wert 1.

Exponent1: a'=a,5'=5, also: Exponent 1 verandert die Basis nicht. (neutrales Element)
= Der Exponent 1 wird daher nicht geschrieben.

Exponent2:  Die Potenzen mit Exponent 2. Sie heissen ,Quadratzahlen®. z.B. 42 = 16, 172 = 289
Exponent 3:  Die Potenzen mit Exponent 3. Sie heissen ,Kubikzahlen®. z.B. 33 = 27,23 =8
2.2 Geometrische Interpretation der Quadratzahlen (Potenz mit Exponent 2)
Ein Quadrat mit Seitenldnge s hat die Flache s? (s e s). Entsprechend kann man von der Fléche s? auf die

Quadratseite zurlick schliessen, indem man die Zahl bestimmt, deren __Quadrat gerade der Flache entspricht (Die
Seitenlénge ist also = s, weil s @ s = s2) (Man macht also die umgekehrte Uberlegung als bei der Flachenberechnung)

Dazu zwei Zahlenbeispiele:
e Ein Quadrat mit Seitenldnge 5cm hat die Fldche 25 cm? (denn Lange e Breite = Flache, also 5 e 5 = 25)
e Ein Quadrat mit der Flache 49cm? hat die Seitenldnge 7cm (weil eine Zahl gesucht wird, deren Quadrat 49
ergibt. Man sucht sozusagen die Unbekannte x, fiir die gilt x e x = 49. Hier ist x die Zahl 7, denn 7 e 7 = 49).
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2.3 Die ersten zwanzig Quadratzahlen in der Ubersicht
Nachfolgend eine Liste der Zahlen von 1 bis 20 und ihrer Quadratzahlen. Speziell beim Rechnen mit Wurzeln und -
spater auch — in der Geometrie (Satz des Pythagoras) — sind diese Quadratzahlen wichtig. Es lohnt sich, diese alle

auswendig zu kennen.
Zahl (n) Quadratzahl (n?) Zahl (n) Quadratzahl (n?)
1 1 11 121
2 4 12 144
3 9 13 169
4 16 14 196
5 25 15 225
6 36 16 256
7 49 17 289
8 64 18 324
9 81 19 361
10 100 20 400

Speziell Iasst sich etwas Uber die Differenz von zwei benachbarten Quadratzahlen aussagen. Dazu betrachten wir die
folgende Tabelle:

Quadratzahlen | Basiszahl Summe Differenzbildung Quadrate Differenz der Quadrate
1,4 1,2 241=3 2-12=4-1= 3
4,9 2,3 3+2=5§ $2-22=9-4= 5
9,16 34 4+3=7 4-32=16-9= 7
16, 25 4,5 5+4=9 52— 42=25-16= 9

Aus dieser Tabelle kénnen wir die folgende Regel ableiten:

Die Differenz zweier benachbarten Quadratzahlen ist gerade so gross wie die Summe der
entsprechenden Basiszahlen.

2.4 Rechenregeln fiir das Rechnen mit Potenzen

an e b= (asb) (eine Art ,Ausklammern®)
(@sb)n=an e bn (eine Art ,Auspotenzieren®)

ebenso gilt bei Briichen:

n
a”:b”=% = (%)n = (ab)n und umgekehrt.

Zahlbeispiele zur Uberpriifung

53+23=125+8=133 # (5+ 2)3 =73=343 Bei Addition / Subtraktion ist kein Zusammenfassen
méglich
53-23=125-8=117 # (5- 2)3 =33=27 =)Es gibt also keine speziellen Regeln fiir die

Addition/Subtraktion von Potenzen. Es gilt aber
(natiirlich)::“Hoch vor Punkt vor Strich“.

53 .23 =555222=525252=(5-2)3=103 = 1000 Bei Multiplikation/Division ist ,Zusammenfassen*
méglich. Es gelten die Regeln wie oben

53:23 =555222 =525:252=(5:2)3=253=15625| formuliert
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</ Aufgaben ,,Rechnen mit Potenzen* ( g

© gz
1. E\Sc reibe die folgenden Rechnungen in den niachst hoheren Operationsstufen und rechne danach aus T

Term In néchst héherer Stufe: Ergebnis
a) (-5)*(-5) *(-5) + (-5) + (-5)

b) 7e7e7e7e7e7

C) Xexexex

d) (-0.5)e(-0.5) e (-0.5)

e) 5+ 5+5+x+x

3 3 3 3
N 7°7°7°7
9 (3)e (£)e (E)e (3

2. Berechne die folgenden Terme (Beachte die Potenzregeln und die Regeln fiir die Anzahl Kommastellen) m

[$21] %

a) (191
b) 022

9 (p

d 0.2

o (2

h e
9 (1)
()
) (B
0

3. Welches der Zeichen <, = oder > musst du fiir den Platzhalter einsetzen, damit eine wahre Aussage entsteht?

a) (0.1 0 (0.1 0= gé@
b) (-2)° [ (-5?) 0=
¢y 0.01400.15 L=
d (4P0(3) 0=
e) 0.016[010.13 0=
4. Welche beiden benachbarten Quadratzahlen haben die folgende Differenz (siehe Regel dazu im Theorieteil)?
Differenz Berechnungsweg Quadratzahl 1 Quadratzahl 2
a) 39
b) 5
c) 31
d 81
e) 71
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5. Schreibe die folgenden Terme ohne Klammer (Beachte dazu die Potenzgesetze im Theorieteil) ﬁ

g (2
b)  (-14ef)?
o0 ()
§ ()
(-a) @ (-b)
e) ( a(_7) )2
fy  (-6ab)®
g)  (14gh)?

Q) (F-2)eF-(2)

e)  ((-58.4)-13.1)2:(0.5% 11)

) (623) e ((-11.7): 3.25)2

D
7. Rechne die Terme aus: (Beachte die Rechengesetze aus dem Theorieteil)
0.584 « 192
3 T3er2

0.12158 @ 100 + 182

b) % 0.12+8
0.12 + 9.2507
)  Osgr7ep *(169+3)
- 2
g 19364-1925Fe 15

3019-12 32
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2. Die zweite Wurzel (Quadratwurzel)

1. Quadratwurzeln
2.1. Begriffe:

Wurzel: \ﬁ i&—— r:Radikand (r € No)

e
urzelzeichen

Waurzelziehen ist die Umkehrung des Potenzierens. Im Moment betrachten wir die zweiten Wurzeln (Quadratwurzeln).
Wichtig zu wissen ist, dass Quadratwurzeln nur von positiven Zahlen gezogen werden. Von negativen Zahlen
konnen keine Wurzeln bestimmt werden.

2.2 Spezielle Wurzeln
Die speziellsten Wurzeln sind sicherlich die Wurzeln aus Quadratzahlen, denn diese lassen sich ganzzahlig berechen.

Wurzeln aus Quadratzahlen > \[64 =8 A1 =1 USW.

\[225 =15 <[4 =2

Daneben kann man aber aus jeder positiven Zahl die zweite Wurzel berechnen. Sobald die Zahl unter der Wurzel (der
Radikant) aber keine Quadratzahl ist, hat die ausgerechnete Wurzel viele Kommastellen. Aus diesem Grund verzichtet
man meistens darauf, die Wurzel ausgerechnet hinzuschreiben, wenn sie nicht ganzzahlig ausgerechnet werden kann.
Mit dem Taschenrechner kann man den Wurzelterm gut eingeben, so dass die Genauigkeit des Ergebnisses auch auf
diesem Weg gewahrleistet ist.

Wurzeln aus positiven Zahlen, die keine Quadratzahlen sind
\[2 = 14142136
A\[3 = 1.7320508 USW.

Diese Wurzeln werden normalerweise nicht ausgerechnet, man schreibt also im Ergebnis z.B. \/§ , da dies viel
genauer und weniger umstandlich ist, als der Wert 1.4142136

2.3 Rechenregeln mit Wurzeln

\Ja *\/b =+[a*b (,Wurzel zusammenfassen®)
\fab =+/a *+/b (,Wurzel aufteilen®)
ebenso:

\/5:\/5=%= %=\/a73 und umgekehrt

Zahlbeispiele zur Uberpriifung:

A\[64 +~[36 =8+6=14 #+/64+36 =~/100 =10
\[64 -~[36 =8-6=2 #/64-36 =~/28 =~ 52915026

Bei Addition / Subtraktion ist kein Zusammenfassen
mdglich

=PEs gibt also keine speziellen Regeln fiir die
Addition/Subtraktion von Potenzen. Es gilt aber

8 =+/64-36 =1/2304 =48 (natiirlich)::“Hoch vor Punkt vor Strich®.
=\[36:48 =~[05625 = 0,75 =3

\/64 -~[36 =8 6=
/36 :/64 =6:8=

IR

Bei Multiplikation/Division ist Zusammenfassen
maglich.
Es gelten die Regeln wie oben formuliert.
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2.4 Umformen von Quadratwurzel-Aufgaben ohne Taschenrechner
Wurzeln aus grossen Zahlen kénnen durchaus ohne Taschenrechner ausgerechnet werden. Dazu ist es wichtig, die
gegebenen Zahlen unter der Wurzeln in ein Produkt von mdglichst vielen Quadratzahlen zu zerlegen (es geht auch
Uber die Primfaktorzerlegung) und diese dann zu zerlegen.

Weg (iber die Zerlegung in méglichst viel Quadratzahlen:

In ein Produkt mit Produkt unter der Wurzel  \yurzel der Quadratzahl
maglichst vielen kann aufgeteilt werdenin  parechnen
Quadratzahlen zerlegen ein Produkt von Wurzeln

STnfe =2

Wurzelterm am Schluss schreiben (so ist klar,
wo das Wurzelzeichen endet.

Weiteres Beispiel
\[1083  =[3e361 =+/3e+/361

Weg iiber die Zerlegung in Primfaktoren:

\J98  =\[2e707 =\/§. =2 o7

In ein Produkt von
Primfaktoren zerlegen

=\/§ 19 =190\/§ =19\/§

STnfe =2

Wourzelterm am Schluss schreiben (so ist klar, wo das
Wurzelzeichen endet), evt. Wurzeln zusammenfassen

Produkt unter der Wurzel
kann aufgeteilt werden in
ein Produkt von Wurzeln

,Paarli“ von gleichen
Wurzeln bilden: Immer zwei
gleiche geben eine ganze

Zahl (oben:\[7 o+[7 =7)
g ~
Il v v
o\/é e 5 o\/7
= 20205042 e1[7T=200/207=200[14 =20\/14

Weiteres Beispiel
\[5600 =1/20202020205¢507

= 2 e 2

e Aufgaben ,,Quadratwurzeln*

1 stimme den gesuchten Zahlenwert fiir folgende Quadrate: o
Flacheninhalt 289 225 169 25 361
Seitenlénge 16 14 9 12 11 18

2.  Welches der Zeichen <, = oder > musst du fiir den Platzhalter einsetzen, damit eine wahre Aussage entsteht?

a) 53 O15 O- ﬁ
b) \/T—SD\/% O=
¢) \25+144 O [25++[144 0=
d /36301143 0=
e) (-10) 0 (-109) 0=
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3. Berechne die folgenden Quadratwurzeln (verwende dazu, wenn nétig, deinen Taschenrechner) :

Term Berechnungsweg: Ergebnis

) /125-58

QD

b) +/68.54

c) +/1358.12

d) \/(198)

e) /9242

) T

9)  \/352+(-18)-132+(-152)

4. Berechne die folgenden Terme (Verwende die Rechenregeln und den Taschenrechner, wo nétig)

13739192 | 13
) \/ ne (5)

b) Vm/(-w)z , 20.1673
3 \/8

5. Forme die Quadratwurzeln OHNE TASCHENRECHNER so weit wie maglich um (Verwende dabei die Theorie
zum ,,Umformen von Quadratwurzeln ohne Taschenrechner*)

Term Umformung

a) /50

b) /136

c) 412

d) /1444

e) /238

6. Forme die Quadratwurzeln so weit wie mdglich um (Verwende dabei die Theorie zum ,,Umformen von
Quadratwurzeln ohne Taschenrechner*)

Term Umformung

a) [7a e49ab

) I

) /36212 +(-r)

d) /(13c e 26)

e) 36e49ereq
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